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2 2
1 1 sin( )
2 2

1 1
2

3.

1( ) ( )

j t

j t
j t

j t

t
u t

t

Fourier

f t F

e d
j

ee d d
j
te d d

Fourier

F j

ω

ω
ω

ω

ω

πδ ω ω
π ω

πδ ω ω ω
π π ω

ω
δ ω ω ω

π ω

π

ω πδ ωω
−Ι

+∞

−∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

<⎧
= ⎨ >⎩

=

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦

= +

= +

= +

= +

∫

∫ ∫

∫ ∫

变换：

   

   

   

   

逆

(积分)

单位

阶跃

函数

变换

F

0

0 0 0

0

0

0

1 1 0, 0
2 2
1 1 1, 0
2 2

0
2sin = 0sin 0

0
2

1

sin

Dirichlet

sin sin( ) sint<0 =
2

s1( )
2

in

=
2

td

t u u

t

t

t
td t

t

u t

u t d du du
u u

td

d

ω
ω

ω

ω π
ω ω

ω

ω

ω π

π
π

π
π

π

ω
ω

ω
π

π
ω

ω

ω
ω

+∞

+∞ +∞ +∞

+∞

+∞ +∞

⎧ ⎛ ⎞+ − = <⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎪ + = >⎪⎩

⎧− <⎪
⎪

=⎨
⎪
⎪ >
⎩

⇒

= +

⇒

−
= − = − = −

∫

∫

∫ ∫ ∫

∫

∫

i

，

，  

当

， 

积分

时，令

( )
0

0

0

( )
0

2 ( ) 1

2 ( )

2

1( ) ( ) 2 ( )
2

2 ( )
0

( )

j

j

t

j t

t

j t

j t

e d
e Fourier

F f t e d

e
t

e d

ω

ω

ω

ω

ω

ω

πω πδ ω ω
π

π

δ ω

ω πδ ω

ω

ω

π

δ ω

ω ωδ

+

+∞

−∞

∞ −

−∞ −

+∞ − −

−∞

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧ = ⇔ = =⎪
⎨
⎪ −⎩

≠

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎧⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⇔⎪⎪⎪ ⇒ ⎨⎪ ⎧⎪ =⎪ ⎪⎪⎨⎪ ⎪⎪⎪ =⎪⎩⎩⎩

−∫

∫

∫
化三角为 求解 变换

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪

⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

2

2 2

2 2

2
n

cos sin sin( ) sin( )

2 2
n 1 ( 0 1 2 )

2
A 2

1 ,( )
2

n n

n

n n n n n n n n

n n n n
n n

j t j t
n n n n n

n n n

n

n n

j t

a t b t t t

a jb a jbc c

c e c e c c a b n

a b

b

f t

A

e

a

d

ω ω

ω

ω ω ω ϕ ω ϕ

π
ωωω

+∞

−∞

−

−
− −

⎧ + = + = +
⎪
⎪ − +⎧ = =⎪ ⎪
⎪ ⎪⎨ ⎪+ = = + =⎪ ⎨
⎪ ⎪
⎪ ⎪ = +
⎪ ⎪⎩

=

+

⎩

∫

⋯
非周期

函数

频谱

三角形式：

， ；

第 次谐波
复数形式： ，

F( ) 其

，

中F(

，

nj te dt tf ω+∞

−

−

∞

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩ ∫)= ( )
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[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ]

0

0

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

-1 -1 -1
1 2 1 2 1 2

0

-1
0

( ) ( ) ( ) ( )

. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
.

( ) ( )

j

t

t

j

Fourier

F f t F f t

f t f t f t f t F F

F F F F f t f t

f t t e f t

F f t e

ω

ω

ω ω

α β α β α ω β ω

α ω β ω α ω β ω α β

ω ω ±

±

⎧ = =
⎪

± = ± = ±⎨
⎪ ± = ± = ±⎩
⎧ =⎪ ±
⎨

=∓

变换 性质

位移性质

(原函

设 ， ，

1 性性 则

数

质

)

线

2

F F
F F F  

F F F
F F
F

[ ]

[ ] [ ]

'

( )

( )

( )

' '( ) ( )

( )
( ) 0,

3. ( ) ( )

( )

lim ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

k

k

t

n

tf t tf t

f t
t f

F

dF F j F

t

f t j f t j

f t
f t

j

t

d

f

ω ω ω

ω ω ω
ω

→+∞

⎪⎩
∞ ∞⎧

⎪ → +∞ →⎪⎪
⎨ ⎡ ⎤ = =⎣ ⎦⎪
⎪ ⇒⎪⎩

∞

= =−

∞

=

⋯

如果 在(- ,+ )上连续或只有有限个可去间断点，

且当 时， 则

微分性质 ；

如果 在(- ,+ )上连续或只有有限个可去间断点，

且 =0,k=0,1,2, ,n-1时，则

推理 F

F F

F F

[ ]

[ ]

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

( )

1( ) (

6

)

,
4.

5

n

n

n
n n

t

n

t

j f t

dF F j
d

t g t f t

t f t

f t dt f

dt

t
j

ω

ω ω
ω

ω

−∞

∗

∗

−∞

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎧⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪ ⎨ ⎡ ⎤ =⎪ ⎣ ⎦⎪⎪ ⎪⎪ ⎡ ⎤= = −⎪ ⎣ ⎦⎪ ⎩⎪

⎧⎪ → +

⎡ ⎤ =

∞ = →⎪⎪
⎨⎪
⎪⎪
⎩⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

；

( 微分性质)

如果当 时， 则

积分性

象函数

质

乘积定理

能量积分

F

F

F F
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[ ]

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 2 1

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 1 3

1 2 1 2

( )* ( ) ( ) ( )

( )* ( ) ( ) * ( )

( )* ( ) ( )* ( )
( )*[ ( )* ( )] [ ( )* ( )]* ( )

( )* ( )+ ( ) ( )* ( )+ ( )* ( )

[ ( ) ( )]* ( )

f t f t f f t d

f t f t f t f t

f t f t f t f t
f t f t f t f t f t f t

f t f t f t f t f t f t f t

f t f t g t g

τ τ τ
+∞

−∞
= −

≤

=

=

=

+ +

∫

卷积

定义：

不等性：

交换律：

结合律：

分配律： [ ]
1 1 1 2 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1

0 0

' '

( )
( )* ( )+ ( )* ( ) ( )* ( )+ ( )* ( )

[ ( )* ( )] ( )* ( ) ( )* ( ) ( )* ( )

( )* ( ) ( )
( )* ( ) ( )

( )* ( ) ( )

( )* ( ) ( )
t

t
f t g t f t g t f t g t f t g t

d d d df t f t f t f t f t f t f t f t
dt dt dt dt
f t t f t
f t t t f t t

f t t f t

f t u t f d

f

δ
δ

δ

τ τ
−∞

⎧
⎪
⎨
⎪= +⎩

= = =

⎧ =
⎪ − = −⎨
⎪ =⎩

= ∫

卷积 理

假定

：定

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]

[ ]

1 2

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )* ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( )*

* ( )

( )* ( )* * ( ) ( ) ( ) ( )

(

( )
2

) (

n n

f t f t F F

t f t Fourier
F f t F f t

f t f t F F F F f t f t

f t f t f t F F F

f t f

ω ω
π

ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω

Ι

⎧
⎪

= =⎪⎪
⎨ = =
⎪
⎪
⎪⎩

⋅⋅⋅ = ⋅

=

⋅⋅

∼i

i i i

i

i

i

， 都满足 积分定理中的条件，

且 ， 则

或

推广：

F F
F F

F

F

F

[ ] 1 21

1) ( ) ( )* ( )* * ( )
(2 )n nnt f t F F Fω ω ω
π −

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎧⎪
⎪⎪
⎨⎪ ⋅⋅⋅ = ⋅⋅⋅⎪⎪ ⎩⎩

i i

第二章 LaplaceLaplaceLaplaceLaplace 变换
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( )

[ ] [ ]
0

( )

0 0

1

( ) ( ) (e

( ) ( )e

( ) e ( )e e

( ) ( ) ( ) ( )

1. 0

2. ( )

( )

)t j t t tj

st

s

F s f t dt L

G dt f t dt dt

F s f t f t F s

t
Laplace t f

t

aplace

Lapla

u t

c t M

t

s
G

j

e

fβ β ω
β

β

ωω

β

ϕ
+∞ +∞ +∞− − −

−

−

+∞

−

−

∞

+

= =

= = =

= ↔ =

≥

→ >

−

+∞

∫

∫ ∫ ∫

在 的任一有限区间上 ；

变换存在条件 当 时， 的增长速度不超过某一指数函数，亦即存

变换

分段连续

在常数

L L

[ ]

[ ]

[ ] [ ]
0

0

0 0

0

0

0

( ) ,0

( ) ( )e 1. ( )

( )

1
( ) ( )

1

( )e ( )e ( )

( ) ( )e

( (Re( ) )) 0e

ct

st

st st

st

T st
sT

f t Me t

f t f t dt f t f

f t f t dt f

Laplace F

t dt f t

s f t
e

F s f t dt

f t sdt

+∞ −

+∞ − −

+

+

− −

+

+

−

−

+

∞ −

−

≥

≤ ≤ ≤ +∞

=

= =

=
−

⇒

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

=

= >

⇒
+

∫

∫ ∫

∫

∫周期函数 变换公

及c 0,使得

 

在t=0附近 界：

式：

有L

L L

L

[ ] [ ]

[ ] [ ]

0

0

0

0

( )e ( ) ( )

. ( ) ( )e ( ) ( )

=0

0

st

st

t dt f t f t

f t f t dt f t f t

−

−

+

−

+

−

− +

− +

=

≠

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎧
⎪
⎨⎪

⎪⎩
⎪
⎩ ≠

∫

∫2 在t=0处包含了脉冲函数：

，

，

L L

L L
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[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

}

( )

1 2 1 2

1 1 1
1 2 1 2

'

1
1

( ) 1 2 ' ( 1

( )

)

0

1.

2.

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (0)

( ) ( ) (0) (0) (0)

= ( ) (0) ( ) c
n

n n i i

n

i

n n n n

aplace

f t f t f t f t

F s F s F s F s

f t sF s f

f t s F

s F s

s s f s f

ss

f

Rf e

α β α β

α β α β− − −

− − −

−
− −

=

⎫+ = + ⎪
⎬

+ = + ⎪⎭

⎡ ⎤ = −⎣ ⎦

⎡ ⎤ = − −

>−

−⎣ ⎦

∑

⋯

 推论

线性

微分

性质

特别的：

L L L
L L L
L

L

L

[ ]

' ( 1)

'

( ) 0

(

)

)

(

( )

1)

1)

1)

( ) ( ( )

( ) ( ) ( )

(

(0) (0) (0) 0

( ) ( )
( ) ( (

) ( ( ) ( )
)

( ) ( )

( )

n

n n n

n st

n n

n

n

n
st

n

n n
n

n

n
F

F

F

F

s t f t

t f t f t e dt

f t s F s

t

d

f f f

s tf t
t

s t f t f t e dt
d

f t s

s

+∞ −

−

−

⎫
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪= = = = ⇒ ⎭

= −⎧⎪ ⎡ ⎤⇔

⎡ ⎤= − ⎣ ⎦

⎡ ⎤= − =⎣ ⎦

⎡ ⎤= − ⎣ ⎦

⎡ ⎤ =⎣ ⎦

−
= −⎨ ⎣ ⎦

⎪⎩ =

∫

⋯

微分性质象函数
L

L

L

L
L

L

( )

[ ]

[ ]
0

( )

0 0

0

0 0 0

'

'

1
( ) ( )

1
( )

( ) ( ) ( ) ( ), (0) 0

1.

)

3.

(
s

(

( )

(

)

(

( ) ( )

)

)

t

n

n

n

t t

n

n

t

st

t

F

f t F s

F s
s

h t f t dt h t f t h

F s

d

ds
f t e dt

f t

s

dt dt f t dt

h t s h

dt

t

+∞ +∞ −

= =

==

=

=

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪=⎩

⎧ ⎫
⎪ ⎪⋅⋅⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩

=

⎭

⎡ ⎤ = −

⎦

⎦

⎡

⎣

⎤
⎣

∫

∫ ∫

∫

∫

∫

∫

���������
次

积分

若 ，则

推广：

设

证明：

变换积分和微分

，

序

则

顺

LL

L

L L [ ]

[ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ]

[ ]

'

1

1 0 0

1 10

( ) ( )(0)

1,

( ) *

2.

1

( )

1( ) ( )

( ) ( ) 1 ( )

( ) ( )* ( ) ( ) ( )

( )

(

t t

t

f t F sh

f

f t f

s

s h t

h t h t
s

t f d f t dt

f t dt f t f t f t f t

f

f t

t

τ τ

==

=

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎧⎧⎪ ⎪⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎨⎪⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎪ ⎪ ⎡ ⎤⎣ ⎦⎪ ⎪⎪ ⎩
⎪ ⎪ =⎧⎨⎪

⎪⎪⎪
= =⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
⎨ ⎡ ⎤⎪⎪ = =⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎪⎪
⎪⎪⎪
⎪=⎪⎪

⎩ ⎩⎪
⎪⎩

∫ ∫

∫

i

i

若 ，则

即：

令 则

LL

L L

L L

L

L L

L

[ ] ( ){
[ ]

[ ]

-1

( )

4. ( ) ( )

( ) ( ) 0 ( )

( )

( ) (

5

)

0

.

) ( )

( ) (

(

Re(

)

(

)

)
s s s

n

n

s s

at

s

ds ds F s ds

f t F

f t t

f t Fs

f t F s t

a

f t

s

F s ds

e

F

s

s ds

a

f t

f t e F

t

c

t

τ

τ

τ

∞ ∞ ∞

∞

−

∞

=

=

=

⋅ ⋅ ⋅

=

= < =

=

−

⎧
⎪
⎪
⎨ ⎡ ⎤

⎡ ⎤
⎢ ⎥

−

⎡ ⎤
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎣

⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩

⎦

− =

>

⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫

���������
次

位

推广：

若 ，则

若 ，又 时 ，则对任一非负实数 ，有

则

移

 
延

或
迟

 

或

L

LL
L

L

L

[ ]{
1

1
6. ( ) ( )

)

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

s
s

f at F
a

s

e F s f t u

s

t

a

f t u t e F s
τ

τ

ττ
τ τ

− −
−

=

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎧⎪
⎪⎪⎪
⎨⎪
⎪⎪

⎫⎪⇔⎬
⎡ ⎤ = − ⎪

⎡ ⎤
⎣ ⎦−⎪⎩⎪

⎪
⎪

⎣ ⎭

⎩

⎦
− − =

相似 L

L
L
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+ ( ) +j

+ + + + ( )

0

+1
1. ( ) ( )

2

( )
1

2. ( )
2

1
( )

2

1 1( ) ( ) ,
2 2

( ) ( )

( )

0

, 0st

j

j t

t j j t j t jj tf t u t e

f t eF F s e d
j

d
Lapla

s
c

j
e

f e d F j tf u e e d e

F

e d e d

t s

d

β

β

β ω

β βτ ω τω βτ ω ω ω

π

π
ω

π
β ω

τ τ τ ω ω τ τ ω ωβ
π π

∞ +

∞

∞

− − ∞

∞ ∞ ∞ ∞− − −

−∞ −∞ −∞ −∞

∞ − +

+=

⎡ ⎤ +⎢ ⎥⎣ ⎦

=

⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎣ ⎦

= > ⇔

>

∫ ∫

∫∫ ∫ ∫ ∫

逆变换
( )

s
1

0

23.  s lim

+j

k=1

, , , ( ) Re ( ) 0

0

( e

,

)

1 ( ) = Re ( )( 2)

n

st

k

n
st st

s sj

s s F s

t

f t

s

d

F

t

f t sF s e d s F s ej
β

β

β β

π

→∞

+∞ −

∞

=− ∞

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⋅⋅⋅ < =

⎡ ⎤
⎣

⎪
⎪
⎪

>⎪
⎩ ⎦

=

∫

∑∫

定理 若 是函数 的所有奇点(适当选取 使这些奇点全在 (s) 的范围内)，且

则有

[ ] [ ]
[ ]

0

1 2 1 2 1 2 1 20

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

t

1 20

1 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) aplase ( ) ( ) ( ) ( )

( )* ( ) (s) (s)

( ) ( )

( )* ( ) t

t
f f t f f t f f t f f t

f t f t F f t F f t

f t f t F F f

f f t dt

f t f t τ τ τ τ τ τ τ τ

ω ω

τ τ

+∞ +∞

−∞ −∞
= − = − + − + −

=

= =

= =

−

∫ ∫ ∫ ∫

∫

i
卷积

定义：

假定 ， 都满足 变换存在定理中的条件，且

卷积定理

， 则

：

L  L L
    LL [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]{

1 2 1 2 1 2

1 2

1

1 2 n1 2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* ( )

( )* ( )* * ( ) ( )

( ) ( )

(( ) ( ) ) ( ) ( )n n

F s F s F s F s f t f t

f t

t f t

f t f t f tf t f t F F Fω ω ω

Ι Ι Ι

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪⎪ ⎧
⎨ ⎪
⎪ ⎨
⎪ ⎪ = =⎪ ⎩
⎪

⋅⋅⋅ = ⋅⋅⋅ = ⋅⋅⋅⎪⎩

∼ ∼ ∼

i

i i

i i i i i i

或 

推广：

L L L
F

L

L L L
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[ ]

[ ]

[ ]
[ ]
[ ]

[ ]

'

( )

( )

1( ) ( )

( ) ( ) 1

( ) ( )

( ) ( )

0 0
( )

0( 0)
1.

( ) ( )

( ) ( )

2. ( ) (

( ) ( ) (

)

( ) )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

t

n

n

j c

n

n

F f t
j

F f t

F f t e

F f t j

F f t j

F f

Fourie

t
f t

e t

f t t

f t t

t j

c

f t t

f t t

f

r

t t c

ω

β

ω
β ω

ω

ω

ω ω

ω ω

ω ω

β

δ

δ

δ

δ

δ

−

−

<⎧
= ⎨

≥ >⎩ ⇔

=
⇔

= − ⇔

=

= =
+

=

⇔

= ⇔

= − ⇔

=

= =

= =

= =

= =

指数衰减函

，

，

单位脉冲

数

函数

F

F

F
F

F
F

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

[ ]

'

( )

( )

( )

( ) 1 ( ) ( ) 2

( ) ( ) 2 ( )

3. ( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4.

( )

1

j c

n n n

j t

n j t n n

f t t F f t j

f t t F f t j

f t

e

f t F f t

e F f t

f t t e F f t j

f t u t F f t

α

α

ω

ω

ω π

π δ ω

ω π δ ω

ω πδ ω α

ω π δ ω α

ω

δ ω

−

= ⇔ =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩
⎧
⎪

= ⇔ = =⎪
⎪ = ⇔ = =⎨
⎪ = ⇔ = = −⎪
⎪ = ⇔ = = −⎩

=
⇔ =

=

=
单位函数

F
F

F
F

F

F

[ ]

[ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

( )
1

02 2

2 02

0

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1( ) ( )sin ( ) ( )
2
1( ) ( )

( )

1 ( )

! ( )
( )

( ) ( )

( )cos ( ) ()
2

( (

)(

)

j c

n
n n n

f t u t c F f t

f t u t t F f t

f t u t t F f t

jf t u t t F f t

f t

j

u

e
j
n j
j

j

ωω

ω

α
α ω

α ω
ω

α

πδ ω
ω

πδ ω
ω

π δ ω
ω

π

ω
α ω

δ ω ω δ ω ω

π δ ω ω δ ω ω

−

+

= − ⇔ = =

= ⇔ = =

= ⇔ = = +
−

= ⇔ = =

+

+

+

+ − −

+ + −+
−

=

i

F

F

F

F

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

( )

( )

0

1

0

) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) sin ( ) (

1 ( )
( )

1 ( )
( )

1 ( )
[ ( )

) ( )

]

(
5.

j c

n n
n

j t

j t

j t n

t e F f t

f t u t c e F f t

f t u t e t

j

F f t

f t t F f

e
j

j

j

j

t

ω α

α

α

α

πδ ω α
ω α

πδ ω α
ω α

π δ ω α
ω α

ω

ω

ω

ω ω π δ ω ω δ ω

− −

+

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪ ⇔ = =
⎪
⎪
⎪ = − ⇔ = =
⎪
⎪
⎪ = ⇔ = =
⎪⎩

= ⇔

+ −
−

+ −
−

= = +

−
−

−

+i

F

F

F

F [ ]
[ ] [ ]

0

0 0 0

)

( ) cos ( ) ( ) ( ) ( )f t t F f t

ω

ω ω π δ ω ω δ ω ω

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎧ −⎪ ⎪
⎨⎪ = ⇔ = = + + −⎪⎩⎪

⎪⎩

F
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( )
[ ] [ ]

( ) [ ]

2 2 22

2 2

2

2

2 2 2 2

( ) ( ) 0
1. ( ) 1 ( ) ( )

( ) 1 ( ) 0

2. ( ) ( )

( ) sin ( )( ) ( ) ( )
3.

( ) ( )

2

1

1

( ) cos ( )
(

sin

c
)

os

at

s

u t u at a
f t u t F s

u t t

f t F s

f t at as
s a

t
s aLaplace
s

e

at

sat

F sf t F s s a

f t F s f t at F s

a

s a
at

s a

ϕ ϕ

⎧ = >⎪= ⇔ = ⎨
= >⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦⎩

= ⇔ =

⎧⎧ = ⇔

−

+
−

+

== ⇔ = ⎪⎪ +⎪
⎨ ⎨
⎪ = ⇔ = = ⇔ =⎪⎩ +

L L
L L

1

1

( ) ( 1) ( )
4.

( ) ( 1) (
(

)
)

m

at m
m

mt

t

m
s

m

f t m F s

f e
s a

t m F s

+

+

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎪⎨
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩⎪
⎪ ⎧ = > − ⇔ =⎪ ⎪⎪⎪ ⎨⎪ ⎪ = > −⎪ ⎪⎩ −

⇔ =
⎩

！

！

1.设 [ ]( ) ( )f t F ω=F ，试证明（FourierFourierFourierFourier原函数奇偶虚实性质）

（1） ( )f t 为实值函数的充要条件是 ( ) ( )F Fω ω− =

（2） ( )f t 为纯虚值函数的充要条件是 ( ) ( )F Fω ω− = −

证明：设
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( ) ( )

[ ( ) ( )][cos sin

( ) ( ) ( )

Re[ ( )] Im[ ( )

]

[ ( ) cos ( )sin ] [ ( )sin ( )cos ]

Re[ ( )] [ ( ) cos ( )s n

I

]

i ]

j t

r i

r i r i

r i

r i

F f t e dt

f t jf t t j t dt

f t t f t t dt j f t t f t t dt

j

f t f t jf

F f t t f t t dt

t

F F

ω

ω ω

ω

ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω

+∞ −

−∞

+∞

−∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞

−∞

⇒ =

= + −

= + − −

= +

= +

= +

∫
∫
∫ ∫

∫其中：

m[ ( )] [ ( )sin ( )cos ]

Re[ ( )] [ ( ) cos ]
(1)

Im[ ( )] [ ( )sin ]

( ) Re[ ( )] Im[

( ) ( ) (

( )] Re[ ( )] Im[ ( )]

) 0

( )

( ) ( ) Re[ (

r

r

r

i

r iF f t t f t t dt

F f t t dt

F f t t dt

F F j F F j F F

F

f t f t f t

F F

ω ω ω

ω ω

ω ω

ω ω ω ω ω ω

ω ω

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

= − −

⎧ =⎪
⎨
⎪ = −⎩

− = − + − = − =

= =

− = −

∫

∫
∫

当 时，，

反之，若已知 ，则有 )] Im[ ( )] Re[ ( )] Im[ ( )]
( )

( )= [ ( )cos ] [ ( )s

( )

in ]

( ) 0

Re[ ( )] [

( )

( )
( )si

( ) (
n ]

(2) ) 0
Im[

r r

i

i

r

i r

j F F j F
F

F f t t dt j f t t dt

f t t

F

f t f t

f t jf t
f t t dt

f t

ω ω ω ω
ω ω ω

ω ω ω

ω ω

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞

−∞

=

+ − = −

−

= =

=

=

∫ ∫

∫

表明： 实部是关于 的偶函数，虚部是关于 的奇函数。

因此，必定有

即： 为的实值函数，得证。

当 ，

，

， 时
( )] [ ( ) cos ]

( ) Re[ ( )] Im[ ( )] Re[ ( )] Im[ ( )] ( )

( ) ( ) Re[ ( )] Im[ ( )] Re[ ( )] Im[ ( )]
( )

( )= [ ( )sin ]

i

i

F f t t dt

F F j F F j F F

F F F j F F j F
F

F f t t dt

ω ω

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω

ω ω

+∞

−∞

+∞

−∞

⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

− = − + − = − + = −

− = − − + − = − +

∫

反之，若已知 ，则有

表明： 实部是关于 的奇函数，虚部是关于 的偶函数。

因此，必定有

( ) ( ) (

+ [ ( )cos

) 0

]

i r

ij f t t

ff t jf t f t

dt

t

ω
+∞

−∞

= =
∫ ∫

即： 为的纯虚值函数， ，得证。
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0

0

sin2. ( )

1 sin( )
2
1 sin (cos sin )

2
1 sin cos

1 sin(1 ) 1 sin(1 )
2 2

1 sin 1( ) , ( 0)
2

1 1 1( ) [ (1 ) (1 ) ]
2 2 2

1 [ (1 ) (1
2

j t

F

f t e d

t j t d

t d

t td d

t d u t t

f t u t u t

u t u

ω

ω
ω

ω
ω

ω
π ω

ω
ω ω ω

π ω
ω ω

ω
π ω

ω ω
ω ω

π ω π ω
ω

ω
π ω

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞

=

=

= +

=

+ −
= +

= − ≠

= + − + − −

= + +

∫

∫

∫

∫ ∫

∫又

所以

) 1], ( 1)

1 11 ( ) [ ( 0) ( 0)]
2 4

1 , ( 1)
1 2[ (1 ) (1 ) 1], ( 1)

12( )= ( )= ( 1)
1 4( 1)

0 ( 1)4

t t

t f t f t f t

t
u t u t t

f t f t t
t

t

− − ≠

= ± + + − =

⎧ <⎪⎧ ⎪+ + − − ≠⎪⎪ ⎪ =⎨ ⎨
⎪ ⎪=
⎪ ⎪ >⎩

⎪⎩

当 时， 应以 代替，

即 或 ，

，
，

+

0
sinDirichlet 2dω πωω

∞
=∫积分：

3.证明：若
( )e ( )j t Fϕ ω⎡ ⎤ =⎣ ⎦F ，其中 ( )tϕ 为一实函数，则

[ ]

[ ]

1cos ( ) ( ) ( )
2
1sin ( ) ( ) ( )
2

t F F

t F F
j

ϕ ω ω

ϕ ω ω

⎧ ⎡ ⎤= + −⎪ ⎣ ⎦⎪
⎨
⎪ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦⎪⎩

F

F

证明：

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(1)F( ) 1cos ( ) ( ) ( )
2

cos ( ) sin ( )
(1) (3) :

(1) (3) :
(3)

F( )
si

(

(2

cos ( ) sin ( )

)

)

j t

j t j t j t j t

j t j t j t

e
t F F

e e dt e e dt

F e e d

t j t

t j tt e

ϕ

ϕ ω ϕ ω

ϕ ω ϕ

ω
ϕ ω ω

ω

ω

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+∞ +∞− −

−∞ −∞

+∞ − − −

−∞

⎧ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎡ ⎤⎪ = + −⎣ ⎦⎪ − = =⎨
⎪
⎪ ⎡ ⎤− = = =⎣

+

−
⎦⎩

+

−

∫ ∫
∫

i i

i

F F

F F

F F

F
F

[ ] 1n ( ) ( ) ( )
2

t F F
j

ϕ ω ω

⎧
⎪⎪
⎨
⎪ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦⎪⎩

4. 若 [ ]( ) ( )f t F ω=F ， 证 明 （ 原 函 数 对 称 性 质 ）

[ ]1( ) ( ) , ( ) 2 ( )
2

j tf F t e dt F t fωω π ω
π

+∞ −

−∞
± = = ±∫ ∓ ∓即F
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证明：

[ ]

[ ]
[ ]

1( ) ( ) ( )
2( ) ( )

1( ) ( ) ( )
2

1( ) ( ) ( )
2

1) ( )
2

1) ( )
2

( ) 2 ( )

( ) ( ) 2 ( )

j t

j t

j t

j u

j t

f t F e d a
f t F

f t F e d b

a t f F e dt

t u F u e du

u t F t e dt

F t f
F

b F t

t

f

ω

ω

ω

ω

ω

ω ω
πω

ω ω
π

ω
π

π

π

ω

ω

π
ω

π

+∞

−∞

+∞ −

−∞

+∞

−∞

+∞ −

−∞

+∞ −

−∞

⎧ =⎪⎪= ⇒ ⎨
⎪ − =
⎪⎩

⇒ =

= − = −

= = −

⎫− = ⎪⇒⎬
= − ⎪⎭

∫

∫

∫

∫

∫

： 与 互换

(令

(令

即：

：

F

F
F

F [ ]( ) 2 ( )t fπ ω= ±∓

4.若 [ ]( ) ( )f t F ω=F a 为非零常数，证明（原函数相似性质） [ ] 1( ) ( )f at F
a a

ω
=F

证明：

[ ] [ ]
1. 0 2. 0

( ) ( ) ( ) ( )

1 1) ( ) ) ( )

1 1( ) ( ) ( ) ( )

1 ( )

j t j t

j t j t
a a

j t j t
a a

a a

f at f at e dt f at f at e dt

at u f u e du at u f u e du
a a

u t f t e dt u t f t e dt
a a

F
a a

ω ω

ω ω

ω ω

ω

+∞ +∞− −

−∞ −∞

− −+ −∞

+∞

−∞

∞

−∞

− −+∞ +∞

−∞

⎧
⎪ > >⎪
⎪ = =⎪
⎪
⎪ = = = =⎨
⎪
⎪

= =⎪
⎪
⎪ = =⎪⎩

−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

用定义证明

当 时， 当 时，

(令 (令

换成 换成

F F

[ ] 1( ) (

(

)

1 )

f

F
a a

at F
a a

ω

ω

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⇒⎨
⎪
⎪
⎪

=

⎪
⎪ −⎪⎩

F

5.若 [ ]( ) ( )f t F ω=F ，证明（象函数位移性质）

[ ] 0

0

1
0

1
0

( ) ( )

( ) ( )

j t

j t

F e f t

F e f t

ω

ω

ω ω

ω ω

±−

±−

=

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

∓

∓即

   F
F

证明：

0 0

0( )
0

( ) ( )

( ) ( )

j t j t j t

j t

e f t e f t e dt

f t e dt F

ω ω ω

ω ω ω ω

+∞± ± −

−∞

+∞ −

−∞

⎧ ⎡ ⎤ =⎣

=

⎦⎪
⎨
⎪ =⎩

∫
∫ ∓ ∓

定义证
F

6.若 [ ]( ) ( )f t F ω=F ，证明（象函数微分性质） [ ]' (( ( ))) ) (d F jtf tF
d

ω
ω

ω = −F
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证明：

( )

[ ]

' (

( )

( )

( )

(

( ( ))

)

)

j t

j t

j t

f t e dt

f t e dt

jtf t e dt

j

d F
d

d
d

d
d

tf t

F

ω

ω

ω

ω
ω

ω

ω

ω

+∞ −

−∞

+∞ −

−∞

+∞ −

−∞

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪=⎨
⎪
⎪= −⎪
⎪=

⎪⎩

=

−⎪

∫

∫

∫

定义证

F

7.若 [ ]( ) ( )f t F ω=F ，证明（翻转性质） [ ]( ) ( )F f tω− = −F

证明：

[ ]
( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

j t

j u

j u

j t

f t f t e dt

t u f u e du

f u e du

u t f t e dt F

ω

ω

ω

ω ω

−∞

+∞

+∞

−∞

+∞ −

−∞

− −

− −

+∞ − −

−∞

⎧ − = −⎪
⎪
− = =⎪

⎨
⎪ =
⎪
⎪ = = = −⎩

−

∫
∫
∫
∫

（ ）

（令

(上下限)
定义

）

证

F

8.若 [ ]( ) ( )f t F ω=F ，证明（三角性质）

[ ] [ ]

[ ] [ ]

0 0 0

0 0 0

1( ) cos ( ) ( )
2
1( )sin ( ) ( )
2

f t t F F

f t t j F F

ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω

⎧ = + + −⎪⎪
⎨
⎪ = + − −
⎪⎩

F

F
证 明 ：



18

[ ]

[ ]

[ ]
0 00 0

0 00 0

00

0 0

( )sin( ) cos

+ ( )( ) 22
1 11 1 ( ) ( )( ) ( ) 2 22 2

1 1( ) ( ) (
2 2

j t j tj t j t

j t j tj t j t

f t tf t t
e ee e f tf t j

f t e f t ef t e f t e j j

F F F
j

ω ωω ω

ω ωω ω

ωω

ω ω ω ω ω

−−

−−

⎧
⎪ ⎡ ⎤−⎡ ⎤⎪ == ⎢ ⎥⎢ ⎥⎧ ⎪ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎪ ⎪

⎨ ⎨
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪= + ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎪

⎪
= − + + =⎪
⎩

象

性质

及

线性

性质函 移数位

  F  F

FF

FF

[ ]0 0) ( )Fω ω ω

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪

− − +⎪
⎩

9. 若 [ ]( ) ( )f t F ω=F a 为 非 零 常 数 ， 证 明 （ 原 函 数 扩 展 相 似 性 质 ）

[ ] 0

0( )1) ( a
tj

f t Fa t
aa
e

ωω −
− =F

证明：

[ ] [ ]
0

0

0

0

0 0 0 0

0
0

1. 0 2. 0

( ) ( ) ( ) ( )

) ( )

1 ( )

1( ) ( )

1 ( )

j t j

u tj
a

j t j u
a a

j t j t
a a

j t
a

a a

f at t f at t e dt f at t f at t e

u tat t u f u e d
a

e f u e du
a

u t e f t e dt
a

F e
a a

ω ω

ω

ω ω

ω ω

ωω

+∞ − −

−∞

+
−+∞

−∞

− −+∞

−∞

− −+∞

−∞

−

> >⎧
⎪

− = − − = −⎪
⎪
⎪ +

− = =⎪
⎪⎪
⎨ =⎪
⎪
⎪ =⎪
⎪
⎪ =⎪⎩

∫

∫

∫

∫

当 时， 当 时，

(令

定义证

换成

 F  F

[ ]

[ ]

0

0

0

0

0
0

0
0

1( ) ( )

) ( )

1 ( )

1( ) ( )

1 ( )

( ) ( )
+

( ) ( )

t

u tj
a

j t j u
a a

j t j t
a a

j t
a

dt

u tat t u f u e d
a

e f u e du
a

u t e f t e dt
a

F e
a a

g t f at

tf at t

f at F
a a

f a t
a

ω

ω ω

ω ω

ωω

ω

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

+
−

− −−∞

+∞

− −+∞

−

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪ +

− = =⎪
⎪⎪ ⇒⎨ =⎪
⎪
⎪ =⎪
⎪
⎪ = −⎪⎩

=⎧
⎪
⎨ ⎛− = −⎜⎪ ⎝⎩

=

−

∫

∫

∫

∫

(令

换成

令位移性质

相似性质
F

F

F [ ] [ ]
0

0 00 1) ( ) )) ( ((
tj j t j t
a a aFtg t g t e

a a
f at e e

a

ω ωω ω− − −

⎧
⎪

⎡ ⎤⎨ ⎞ ⎡ ⎤= − = = =⎟⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎩
F F F
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2 1 2 1

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 2 1 1 2)

) ( ) ( ) ( ) * ( )

( ) * ( ) ( ) ( )

( ) * ( ) ( ) * ( )

( ) * ( ) ( ) ( )

( ) * ( ) ( ) * ( ) ( ) ( )t u

u f f t d f t f t

f t f t f f t d

f t f t f t f t

f t f t f f t d

f t f t f t f t f t u f u du

f

τ

τ τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

−∞

+∞
− =

= = − =

= −

≤

= −

= = − −

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩ ∫

∫

∫

∫

卷积

(令

(令

定义：

不等性：

交换律：

结合律：

1 2 3 1 2 3

1

1 2 3 1 2 3 1 3 2

2

3

3

1 2

( ) * [ ( ) * ( )] ( )[ ( * ( )]

( )[ [ ]

( ) * [ ( ) * ( )] [ ( ) * ( )] * ( ) ( ) ( ) ( )

(

( ) ( )

)

)

( ) ( )

f u

f t f t f t f f f t d

f d

t f t f t f t f t f t f f u f t

f t u du

u dud

du

t

f uf f t u d

τ τ ττ

τ τ

τ τ

τ

τ

τ τ τ

+∞

−∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+

−∞

+∞

−∞

−

= −

=

= = −

−

−

=

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣

−
⎦

−

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

i

i i

i

[ ]
[ ]

3 1 2 3

1 2 3 1 2 1 3

1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

1 2 ( ) [ ( ) * ( )] * ( )

( ) * ( )+ ( ) ( ) * ( )+ ( ) * ( )

[ ( ) ( )] * ( ) ( ) ( ) * ( )+ ( ) * ( ) ( ) * ( )+ ( ) * ( )

( ) * ( ) f u du f t f t f t

f t f t f t f t f t f t f t

f t f t g t g t f t g t f t g t f t g t f t g t

f f t dt u u τ

∞

+∞

−∞

+∞

−∞
= =

=

+ + = +

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎡ ⎤−⎪ −⎢ ⎥⎩ ⎣ ⎦

⎧
⎨
⎩

∫

∫ ∫

分配律：

数乘律 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

[ ( ) * ( )] [ ( )] * ( ) ( ) * [ ( )]

[ ( ) * ( )] ( ) * ( ) ( ) * ( ) ( ) * ( )

[ ( ) * ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) * ( )

[ ( ) * ( )]

a f t f t af t f t f t af t

d d d d
f t f t f t f t f t f t f t f t

dt dt dt dt
d d d d

f t f t f f t d f f t d f t f t
dt dt dt dt
d

f t f t
dt

τ τ τ τ τ τ
+∞ +∞

−∞ −∞

= =

= = =

= − = − =

=

∫ ∫

：

2 1 2 1 2 1 1 2

0

0 0

=

[ ( ) * ( )] ( ) ( ) ( ) * ( ) ( ) * ( )

( ) * ( ) ( ) ( )

( ) * ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) * ( )

( ) * ( ) ( )

( )

t

d d d d
f t f t f f t d f t f t f t f t

dt dt dt dt

f t t f t d

f t t f t f t d

f f t

f t t t

f t t t f t t

t

τ

τ τ τ

δ τ δ τ τ

δ τ δ τ τ

τ

δ

δ

δ

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

= − = =

= −

= = −

= =

− =

− = −

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

∫

∫

∫
变参

为偶

筛选性质

( )

[ ]{

0

0

' '

0

0

=

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) * ( ) ( ) ( ) * ( )

( ) * ( ) ( )

( ) * ( ) (

)

)

)

(

(

( )

( )

( )

( ) *

t

t t

u t

f t t d

f d

f f t t

f t t f t f t t

f t u t f d

f t u t f d

f t

u t

t t

d d

t

d f t t
d dd ttt

τ

τ

τ δ τ τ

τ δ τ

τ

δ δ

τ τ

τ τ

τ

δ

δ

τ

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

−∞

−

−

− −

=

= = −

= = =

= −

=

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎧⎪⎪ ⎪⎨ ⎪ − −⎪ ⎨
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

∫

∫

∫
∫

变参

为偶

筛选性质

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1

1

1 2 1 2

2 1 2

1, ;
( )

0, .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) * ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
( ) ( ) ( ) * ( )

2

* ( )

( )
tt
f d

t

f t f t Fourier F f t F f t

f t f t F F F F f

f t f

f t f t F F

t f t

u tτ
τ τ

τ

ω ω

ω ω ω ω

ω ω
π

−∞

Ι

<
= =

>

= =

= =

=

⎧
⎪
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎨ ⎧
⎪ ⎨

⎩⎩
∫

∼ i

i

i

i

假定 ， 都满足 积分定理中的条件，且 ， 则

  

：卷积

或

定理

调整区间

  

F

F

F

F F
F

[ ]

1

1

1 1 1

1 1 1

2

2

( )

2

1

2

1 21 1 1 1

2

1

2

( )

1
( ) * ( )

2

( )

( )

( )

( ) *

( )

1
( )

2

1
( )

2
1

( )
2

(

( )

j t

j t

j t

j t

f t e dt

f t e dt

f t e

f t

F e d

t

F

F ddt

f t f

F F

t

Fd

ω

ω

ωω

ω

ω ω

ω ω
π

ω ω
π

ω ω
π

ω ω
π

+∞ −

−∞

+∞ −

−∞

+∞ − −

−

+∞

−∞

+∞

−

∞

−

∞∞

+

∞
−

=

=

=

=

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎡ ⎤⎪⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎡ ⎤
⎣ ⎦

=
⎪
⎪⎩

⎩

∫

∫

∫

∫

∫

∫

推广：

F [ ]

[ ]

1 2

1 2 1 21

)* * ( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) * ( ) * * ( )

(2 )

n n

n nn

f t F F F

f t f t f t F F F

ω ω ω

ω ω ω
π −

⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎧⎪
⎪⎪ ⎨⎪ ⎪⎩ ⎩

i i i

i i iF
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[ ]
[ ] [ ]

( ) ( ) (

(

'

)

0

0

)

'

1 ' 1 '

( ) ( ) ( 1) ( )
( ) ( 1) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

L

( )

(

a lase

)

( )

p

1 1( ) ( ) ( )

n n n n

n n n

n s

n

n

t

st

n

F s t f t

t f t f t e d
F s f t t f t

tf
t

d
ds

t f t F
t

f t e dt

s

f t f t F s
t t

+∞ −

+ −
− −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣

⎧ ⎡ ⎤= = − ⎣ ⎦⎪
⎪

⎡ ⎤= −

⎧ = − = −⎨⎪
⎪⎨
⎪⎪⎩⎩

⎣ ⎦

⎡ ⎤= =⎦

=
⎦

−⎣

= − = −

∫微分性质

象函数

L
L

L
L L

L

L L L
( )

0

0
1

)

0

(

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

1

( )
n

n

st

s

n

s s

s

s

s st
s

s

t

td
ds

F s f t e dt
F s ds

f t e dt
f t t F s d

f t e d

F s

ds dsf t
t d

t

s
s

e
t

f t

+∞ +∞

+∞

+∞

+∞

∞ +∞

+∞ −

+

−

∞ −

∞

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦⎡ ⎤

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪=⎩

=
⎧ ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦ =⎨
⎪

=

=

⎪⎩ −

∫ ∫
∫

∫
∫

∫

∫

∫

∫

积分性质
交换积分顺序

象

变换积分和微分顺序

函数

L

L
0 0

( ) ( )stf t f te
t t

dt dt
+∞ −+∞

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎧⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨

⎡ ⎤= =

⎪
⎪⎪
⎪ ⎡ ⎤⎪
⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩⎩

⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ L

[ ]

3

' 3

0
3

'
0

3

'

1 '

1 1

(1) ( ) sin 2 ( ) ?

( ) sin 2
(2) ( ) sin 2 ( ) ?

1 sin 2

1 1 1(3)

1( ) ( )

1 1( ) In ( ) ? In
1 1

t

t t

t t

t

f t te t F s

f t e tdt
f t t e tdt F s

e t

f t F s
t

t t

s

s sF s f t
s s

−

−

−

−

−

−

−

⎡ ⎤= − ⎣

= → =

⎧ ⎡ ⎤= −⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪= → = ⎨
⎛ ⎞⎪ ⎡ ⎤= −⎜ ⎟⎣ ⎦⎪ ⎝ ⎠⎩

+ +⎛ ⎞= → = ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎦

⎡ ⎤
= − = −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
∫

   L L

L L

L

L

( )

[ ]3 3

0

1
1 1

2 2 sinh
2

1(4) ( ) sin 2 ( ) ? ( ) sin 2

1 t t
t t

t t t

s s

e ee e t
t t

f t te tdt F s f t te t
s

t

−
−

− −

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎧⎪
⎪ ⎪
⎨ ⎪
⎪ ⎪⎪⎪ −⎨⎪ + −⎪⎪ ⎪ −⎪ ⎪ − = =

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎪ ⎪⎩⎪
⎧⎪ ⎡ ⎤= → = =⎨ ⎣ ⎦

= −

⎪ ⎩⎩ ∫

i

L L
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[ ] 2 2

3
3

3 2

sin sin
sin(1) ( ) ( ) ?

arctan arctan arccot
2

sin 2 2sin 2
sin 2 ( 3) 4(2) ( ) ( ) ?

3 3arctan arctan
2 2

s s

s

t
t

t s s

s

kt kkt ds ds
kt t s kf t F s
t s s s

k k k
e t e t ds ds

e t t sf t F s
t s s

π

π

∞ ∞

∞

− ∞ ∞−
−

∞

⎧ ⎡ ⎤ = =⎪ ⎢ ⎥⎪ +⎣ ⎦= → = ⎨
⎪= = − =⎪⎩

⎡ ⎤
⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎣ ⎦ + +⎣ ⎦= → =

+ +
= = −

∫ ∫

∫ ∫

L L

L L

( )
2 2

2 2 2

1

3

1

3

0

1

3

0

3arccot
2 2

(3) ( ) ( ) ? 1 1( 1)
( 1) 2 1

sin 2 sin 2 1 sin 2(4) ( ) (

( ) ( )

sinh
4 4

) ?

t

s

t t t

t

s

t t

s

ds
sF s f t ss ds

s s

e t e t e tf t dt F s dt

f t t F s

t t

s

t t e e

t

t

t

+∞

+∞

− − −

−

− − −

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = −

⎧
⎪⎪
⎨

+⎪

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

=⎪⎩
⎧
⎪⎪= → = ⎨− ⎪

− −⎪⎩

⎡ ⎤
= → = =⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫

∫

∫ ∫

iL

L

L

L

L 1 3arccot
2
s

t s

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎧ ⎡ ⎤ +⎪⎪ =⎨ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎣ ⎦⎩⎩


