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第1章 绪论

随着科学技术的飞速发展，科学计算愈
来愈显示出其重要性。

科学计算的应用之广已遍及各行各业，
例如：气象资料的分析图像，飞机、汽
车及轮船的外形设计，高科技研究等都
离不开科学计算。

因此，作为科学计算的数学工具数值计
算方法已成为各高等院校数学、物理和
计算机专业等理工科本科生的专业基础
课,也是工科硕士研究生的学位必修课。



数值分析或数值计算方法主要是研究如
何运用计算机去获得数学问题的数值解
的理论和方法.
对那些在经典数学中,用解析方法在理论
上已作出解的存在,但要求出他的解析解
又十分困难,甚至是不可能的这类数学问
题,数值解法就显得不可缺少,同时有十分
有效.



计算机解决科学计算问题时经历的几个
过程

实际问题——〉数学模型——〉数值计算方
法——〉程序设计——〉上机运行求出解

实际问题——〉数学模型：由实际问题应用

科学知识和数学理论建立数学模型的过程，
是应用数学的任务。



数值计算方法——〉程序设计——〉计算结

果：根据数学模型提出求解的数值计算方
法，直到编出程序上机算出解，是计算数学
的任务。

数值计算方法重点研究：求解的数值方
法及与此有关的理论



有的方法在理论上虽不够严格，但通过
实际计算，对比分析等手段，被证明是
行之有效的方法，也可以采用。

因此，数值分析既有纯数学高度抽象性
与严密科学性的特点，又有应用的广泛
性与实验的高度技术性特点，是一门与
使用计算机密切结合的实用性很强的数
学课程。



1.1数学问题的数值解法例示

( ) cos , ( ) [0, ] ,
2

f x x x f x π
= −令 易知 在 上是连续函数 且

(0) ( ) ( 1)* 0
2 2

f f π π
= − <

例1..1.1试求函数方程x=cosx在区间 内的
一个根。

解

)
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,0( π



, ( ) 0 (0, )
2

f x π
=由零点定理知 方程 在 内至少有一个零点

( ) 1 sin 0, (0, )
2

f x x x π′ = + > ∈又由

.知上述零点唯一



.本题用解析法求解较为困难

, .若用图解法 可大致判定此零点位置

cos
y x

y x
=⎧

⎨ =⎩

作图像



* * ,p x两曲线交点 的横坐标 为所求方程的解

* .
4

x π
从图中可以看出 大致位于 附近
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解：（ ）由牛顿—莱布尼兹公式
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数值方法有多种，如选择 被积函数

的复化 公式有
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Newton Leibniz

-x xI dx f x −= =

−
∫（ ） 由于 的原函数不能用初等

函数表达，因此，由 公式无法求解，
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只可用数值方法求解。仍选择 的复化

公式进行数值求解有 。



1.2误差概念和有效数

在任何科学计算中其解的精确性总是相

对的,而误差则是绝对的.我们从下面这个

例子就可以了解误差产生的原因.



例例:  :  试求摆长为试求摆长为LL的单摆运动周期的单摆运动周期..

lT 2
g

π=在物理学中我们知道单摆周期

: gl m其中 为摆长； 为自由落体加速度； 是质点

的质量。



如图所示：由牛顿定律
2

2sin df mg ma ml
dt
θθ= = = −



2

2 sindml mg
dt
θ θ= −所以

2

2 sin 0d g
dt l
θ θ+ =即

2,sin , g
l

θ θ θ ω≈ =当 很小时 令

2
2

2 0d
dt
θ ω θ+ =则有



1 2 iλ ω= ±，解微分方程得 ，故有

2 2
1 2 1 2cos sin .sin( )c t c t c c tθ ω ω ω ϕ= + = + +

2 2 lT
g

π π
ω

= =因此



现在我们来分析单摆周期求解过程的误差情况：

01
o

⎧
⎨
⎩

忽略空气阻力
模型误差

忽略 点处的摩擦力

0

3 5

2 sin

Taglor sin [ ...]
3! 5!

θ θ

θ θθ θ θ

≈

= + − + − ≈

截断误差：

由 展式：



0 23 9.8 / ,g l=观察误差： 米 秒 长度

04 . , ,*, /,+ −舍入误差： 开方



误差的分类

模型误差 从实际问题建立的数学模型往
往都忽略了许多次要的因素,因此产生的
误差称为模型误差.
观测误差 一般数学问题包含若干参数,他
们是通过观测得到的,受观测方式、仪器
精度以及外部观测条件等多种因素，不
可能获得精确值，由此而来产生的误差
称为观测误差。



截断误差 在求解过程中，往往以近似替
代，化繁为简，这样产生的误差称为截
断误差。

舍入误差 在计算机上运算时受机器字长
的限制，一般必须进行舍入，此时产生
的误差称为舍入误差。



误差和有效数字

*1.2.2 ,x x定义 设 为准确数 的一个近似数 称

( *) * ,
( *) | | * |,

x x x
x x x

Δ = −

Δ = −或者,|

*x为近似数 的绝对误差



( *)( *) ( 0)xx x
x

δ Δ
= ≠

*x为近似数 的相对误差。



* ,

,

x绝对误差是做为衡量 的精度高低

比较直观 但无法衡量精度的好坏。

, ,而用相对误差 也称百分比误差 衡量

精度的好坏更合理。



误差估计

由于准确值在一般情况下是未知

的，因此绝对误差和相对误差常常

是无法计算的，但有可能给出估

计。误差界就是用于误差估计的。



*

r

1.2.2 ,

:

x x

ε ε

定义 设 是精确数 的一个近似数

若有正数 和 满足

* *| ( ) | | |x x x εΔ = − <
*

* | || ( ) |
| | r

x xx
x

δ ε−
= <

*
r xε ε则称 和 为近似数 的绝对误差界

和相对误差界。



在实际计算绝对误差和相对误差时，由于在实际计算绝对误差和相对误差时，由于
准确数准确数xx未知，因此常用未知，因此常用

*

*
* )()(

x
xx Δ

=δ

表示表示 )( *xδ



有效数字

*3.14159265...... 3.1416π π= =例如 的近似数

*( ) 3.1416 3.14159265...πΔ = −则

在工程上，误差的概念就转化为有效
数字。

410.00000734...... 10
2

−= ≤ ×



* 3.1416π =称 具有五位有效数字的近似数。

*x n若 准确到小数点后第 位，

1 2 1 2 1* . ( 0),m nx a a a b b b a= ± ≠L L 则



| ( *) | 0.5 10 ,nx −Δ ≤ ×

1

( )

| ( *) | 0.5 10| ( *) |
| | 0 0.00 0

0.5 10 5 10 ,
0.1 10
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m

xx
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δ
−

−
− +

Δ ×
= ≤

⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅

×
≤ ≤ ×

×



*x若 的浮点表示为

1 2 1* 0. 10 ( 0)k
tx a a a a= ± × ≠L

| ( *) | 0.5 10 ,k tx −Δ ≤ ×

1

| ( *) | 0.5 10| ( *) | 5 10 ,
| | 0. 10

k t
t

k

xx
x a

δ
−

−Δ ×
= ≤ ≤ ×

×



绝对误差，相对误差，有效数绝对误差，相对误差，有效数((浮点数）浮点数）

是度量近似数精度的常用三种。实际计算是度量近似数精度的常用三种。实际计算
时最终结果均以有效数给出。同时也就隐时最终结果均以有效数给出。同时也就隐
含了绝对误差和相对误差界。含了绝对误差和相对误差界。



*2, 1.4142, 1, 5x x m n= = = =如

* 41 10
2

x ε −= ×则 的绝对误差界

* 5| ( ) | 5 10x −Δ ≤ ×

而相对误差界估计为



误差估计

* *
1 2 1 2, ,x x x x设 的近似数 ，则

* * * *
1 2 1 2( ) ( ) ( )x x x xΔ ± = Δ ± Δ

* * * *
1 2 1 2( ) ( ) ( )x x x xδ δ δ= +



两个数相加（减），和的误差等于两个
数的误差之和（减）。（误差稳定）

两个数相乘（除），积的相对误差等于
两个数的相对误差之和（差）。（相对
误差稳定）



* * * * * *
1 2 2 1 1 2( ) ( ) ( )x x x x x xΔ = Δ + Δ

*
* *1
1 2*

2

( ) ( ) ( )x x x
x

δ δ δ= −

* * * * *
1 2 1 1 2
* * 2
2 2

( ) ( )( )
( )

x x x x x
x x

Δ − Δ
Δ =



两个数相乘，积的误差等于第一个数乘
以第二个数的相对误差加上第二个数乘
以第一个数的相对误差。（误差什么情
况下会严重扩大？）

两个数相除，商的误差等于分母乘以分
子的误差减去分子乘以分母的误差，然
后除以分母的平方。（误差什么情况下
会严重扩大？）



两个数相乘，如果有大因子，积的误差
可能严重扩大

两个数相除，如果除数很小，商的误差
可能会严重扩大



1 1 2 2
1 2

1 2 1 2

* ( *) * ( *)( * *) +
* * * *

x x x xx x
x x x x

δ δδ + =
+ +

1 1 2 2
1 2

1 2 1 2

* ( *) * ( *)( * *) -
* * * *

x x x xx x
x x x x

δ δδ − =
− −



两个相近的异号数相加，和的相对误差
可能严重扩大

两个相近的同号数相减，差的相对误差
可能严重扩大



计算函数值产生的误差
*

*

( ),
( )

y f x x x
f x
=设函数 当 用近似数 代替

计算函数值则 时，则误差为

*( ) ( ) ( )f f x f xΔ = −
* * * *( )( ) ( ) ( )f x x x f x x′ ′≈ − = Δ

* *
*

*

( )( ) ( )
( )

x f xf x
f x

δ δ
′

≈或



* *
*

*

( )| ( ) |, | |, 1, 1
( )r r

x f xC f x C C C
f x
′

′= = ≤ ≤若记 当 时有

*( ) ( )f xΔ ≤ Δ
*( ) ( )f xδ δ≤

1, 1rC C≤ ≤这表明当 时，函数值的误差

是可以控制的，或是稳定的。



, ( )rC C f x一般分别称 为 在绝对意义下

和相对意义下的条件数。

1 ( )C f x≤当 称 为良态；

1 ( )C f x>>当 称 为病态。



例题

2

1.2.2    
( ) 10100 0f x x x= + − =

例 讨论函数在正根附近的性态。

1 2101, 100
100

x x
x

= − =

=

解:  显然，

即正根为 

100| (100) | 2 1| 201 1
( )

xf x
f x

=′ = + = >>

∴

Q

在正根附近是病态的



* *
1 199, ( ) (99) 200x f x f= = = −如：取 则

* *
1 199.9, ( ) (99.9) 20.09x f x f= = = −取 则

也就是自变量发生微小变化，函数值变化极大。



计算表明：

x*=99.999;y=x*^2+x*-1010；
y =   -0.2010
x*已经有5位有效数字，但y的误差比较
大。



多元函数误差估计

1 2( , ,..., ),ny f x x x=对于多元函数

* * * *
1 2 1 2( , ,... ) ( , ,..., )T T

n nx x x x x x x x=用 代替

* * *
1 2 1 2

* *
* *

1 1

( ) ( , ,... ) ( , ,..., )

( ) ( )

n n

n n

i i i
i ii i

f f x x x f x x x
f fx x x
x x= =

Δ = −

∂ ∂
≈ − = Δ

∂ ∂∑ ∑

其绝对误差为



*
*

1
( ) | || ( ) |

n

i
i i

ff x
x=

∂
Δ ≤ Δ

∂∑

因此绝对误差界为



**
*

* *
1

)( ) ( )
( )

n
i

i
i i

xf xf x
x f x

δ δ
=

∂
≈

∂∑

同理相对误差为

（

**
*

* *
1

( )| ( ) | | || ( ) |
( )

n
i

i
i i

xf xf x
x f x

δ δ
=

∂
≤

∂∑

相对误差界



例题

ABCΔ例 设 观测数据为

(100 0.10) , (120 0.10) , (60 0.02) ,ob m c m A= ± = ± = ±

ABC SΔ试估计 面积 的绝对误差和相对误差。



1 sin
2

S bc A=解 由 则

* * * *( ) ( ) ( ) ( )S S SS b c A
b c A
∂ ∂ ∂

Δ ≤ Δ + Δ + Δ
∂ ∂ ∂

* * * *1 1sin 0.1 sin 0.1
2 2

c A b A= × + ×

* * * 21 cos 0.02 10.57
2 180

b c A mπ
+ × × =



*
* 3

*
* * *

( ) 10.57| ( ) | | | 2.035 101 sin
2

ss
s b c A

δ −Δ
≤ = = ×

:注意 若数据以规格化形式给出，则知道绝

对误差界。如



3

* 3 5 2

100.10 10 0.10010
1 1| ( ) | 10 10
2 2

b

b − −

= = ×

Δ ≤ × = ×则



1.3算法的优化

算法优劣的标准

从截断误差观点看,算法必须是截断误差小,
收敛敛速要快。

从舍入误差观点看,舍入误差在计算过程中
要能控制,即算法的数值要稳定.
从实现算法的观点看,算法的逻辑结构不宜
太复杂，便于程序编制和上机实现.



设计算法时应遵循的原则

要有数值要稳定性,即能控制误差的传播.
避免大数吃小数,即两数相加时,防止较小的
数加不到较大的数上.
避免两相近的数相减,以免有效数字的大量
丢失.
避免分母很小(或乘法因子很大),以免产生溢
出.



例题

ln 2计算 的值。

Taylor算法一：由 展式有
2 3

1ln(1 ) ... ( 1) ...
2 3

n
nx x xx x

n
−+ = − + − + − +

1

1
1 1 1ln 2 1 ... ( 1) ...
2 3

n

x

n
−

=

= − + − + − +

令 有



lim 0

ln 2

nn
a

→∞
=由级数判别，交错级数且

所以 收敛。

5 51 1| | 10 2 10
1 2

n
n

ε −≤ < × ≥ ×
+

若要 时，则

显然项数大，收敛速度慢。



:算法二 由于

2 3

ln(1 ) ... ...
2 3

nx x xx x
n

− = − − − − − −

2 3
1ln(1 ) ... ( 1) ...

2 3

n
nx x xx x

n
−+ = − + − + − −

2 4 2

1ln(1 ) ln(1 ) ln
1

2 (1 ... ...)
3 5 2 1

n

xx x
x

x x xx
n

+
+ − − =

−

= + + + + +
+



1 12 10
1 3

x x n
x

+
= = =

−
令 则 并取 得：

20
2 4

2 1 1 1 1 1ln 2 (1 ... ( ) )
3 3 5 3 21 3

= + + + +



11 12

12
11 10

2 1 1 1 1( ...)
3 23 9 25 9
2 1 1 1 1 1 1 1013 23 9 12 23 91

9

T

−

= × + × +

≤ × × × = × × ≤
−

其截断误差为



π例 计算圆周率 的值。

1

20

1
4 1

dx
x

π
=

+∫

11 1 11 ... ( 1) ...
3 5 2 1

n

n
−= − + − + − +

−

解 算法一：由定积分



5 51 1| | 10 , 10
2 1 2

n
n

ε −≤ < × ≥
−

同理若要 时 则 。



2

1 12 , ( )
2 1

n h f x simpson
x

= = =
+

算法二：取 ， 的 公式有

2
1 3[ (0) 4 ( ) 4 ( ) (1)] 0.785392156

6 2 4
hS f f f f= + + + =

*
24 3.141568627Sπ = =所以



算法二表明算法二表明,,仅用不多的五次函数值的仅用不多的五次函数值的

计算计算,,
已获得已获得ππ的具有五位有效数字的近似的具有五位有效数字的近似

值。值。



1

0
1.3.3 ( 0,1,...)

5

n

n
xI dx n

x
= =

+∫计算定积分

11

1 0

55
5

n n

n n
x xI I dx

x

−

−

+
+ =

+∫解：由于 

1 1 1
00

1| 1, 2,...
n

n xx dx n
n n

−= = = =∫



1

0

1 5 1, 2,...

6ln 0.18232155
5

n nI I n
n

I

−
⎧ = − =⎪⎪
⎨
⎪ = ≈
⎪⎩

得递推公式



n In n In

0
1 0.088392216 10 0.014716876
2 0.058039818 11 0.017324710
3 0.043138742 12 -0.003290219
4 0.034306287 13 -0.093374172
5 0.028468560 14 -0.395442290
6 0.024323864 15 2.043878100

7 0.021237820 16 -10.15689000
8 0.018810897 17 50.84327600

9 0.0170566240.18232155



0 1 (0,1)
5

nx x
x

< < ∈
+

由于 ，

1

0
0 1

5

nx dx
x

< <
+∫所以 ，

0 1, lim 0n nn
I I

→∞
< < =即 且 。



12 0n

n

n I n
I

= <从表中看到，当 时 ，且 越大，

的绝对值越大，显然出错。



?算法正确，程序也正确，错在何处

考虑计算过程：
* *
0 0 0 00.18232155I I Iε= = −在 ，存在误差

* *
1

15 1, 2,...
5n nI I n−= − + =



* *
1 15( )n n n nI I I I− −− = − −则

......=

0( 5) 1nε= − >>



算失真。

致计在计算过程中传播而导的误差

由于初值在计算机上计算时的算法

上成立显然算法不稳定。理论

,
,,



显然算法不稳定，理论上成立的算法，

在计算机上机算时，由于初值的误差在

计算过程中的传播，而导致结果的失

真，这是我们数值计算方法所要研究

的。



总结

计算机解决实际问题的基本环节？

误差的种类？

绝对误差（界），相对误差（界） ？

有效数字和浮点数的绝对误差界和相对
误差界？

误差的传播方式？



总结

设计算法应该遵循的基本原则？

病态问题？计算函数值（一元函数或者
多元函数），怎么去判定病态？

稳定算法？

病态问题和稳定算法的关系？



练习题

的误差。，求的相对误差为设 xxx ln,0.1 δ>

的相对误差。，求的相对误差为设 nxx %2.2

 385.6           0.00301        1201.1

.3

*
3

*
2

*
1 === xxx
指出有几位有效数字。

五入得到的，试下面的数都是经过四舍



*
2

*
1

*
3

*
2

*
1

*
3

*
2

*
1 /                   
.4

xxxxxxxx ++

求下面各式的误差限。

超过多少？半径的相对误差应该不

，对误差不超过要使计算球的体积的相 %1.5

会有多大误差？，计算取

按递推公式设

100

10

982.27783

78301.0,28.6

y

yyy nn

=

−== −



算法稳定吗？

会有多大误差？，计算取

按递推公式设

100

10

41.12

110,2.7

y

yyy nn

=

−== −

27099  
)223(

1  )223(   
)12(

1

)12(41.12.8

3
3

6

6

−
+

−
+

−==

，，，

？下面那种方法会比较好

，计算式取 f
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