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合工大（共创）考研辅导中心 

2009 冲刺班（线代代数部分）讲义 
 

一、 现阶段数学复习策略 
  1 归纳整理，查漏补缺,注意自己总结复习；2 实战演练，做真题及模拟题（真实环境），

提高解题速度，找出差错。3 积极备考,注意身体及心态； 

二、 线性代数复习概论 
线性代数中概念多、定理多、符号多、运算规律多，内容相互纵横交错，知识前后紧密联系

是线性代数课程的特点。技巧少，方法比较固定。 
1、吃透概念，掌握性质 

线性代数的概念很多，重要的有：  
代数余子式，伴随矩阵，逆矩阵，初等变换与初等矩阵，正交变换与正交矩阵，秩(矩阵、

向量组、二次型)，等价(矩阵、向量组)，线性组合与线性表出，线性相关与线性无关，极

大线性无关组，基础解系与通解，解的结构与解空间，特征值与特征向量，相似与相似对

角化，二次型的标准形与规范形，正定，合同变换与合同矩阵。  
2 正确熟练运用基本方法及基本运算 
基本运算与基本方法要过关，重要的有： 
行列式(数字型、字母型)的计算，求逆矩阵，求矩阵的秩，求方阵的幂，求向量组的秩与极

大线性无关组，线性相关的判定或求参数，求基础解系，求（非）齐次线性方程组的通解，

求特征值与特征向量(定义法)，判断与求相似对角矩阵，用正交变换化实对称矩阵为对角矩

阵(亦即用正交变换化二次型为标准形)。 
3．注重知识点的转换与联系 
线性代数各章节的内容，如行列式、矩阵、向量、方程组是线性代数的基本内容，它们不

是孤立隔裂的，而是相互渗透，紧密联系的，例如 
A 是 n 阶方阵，若，｜A｜≠0(称 A 为非奇阵)．<=>A 是可逆阵．<=>有 n 阶方阵 B，使得

AB=BA=E．<=>B=A-1＝A*／｜A｜．<=>r(A)=n(称 A 是满秩阵)．<=>存在若干个初等阵

P1，P2，…，PN，使得 PNPN-1…P1A=E．<=>(A E)→(E A┆ ┆ -1)．<=>A 可表示成若干个

可逆阵的乘积．<=>A 可表示成若干个初等阵的积。<=>A 的列向量组线性无关(列满

秩)．<=>AX=0，唯一零解．<=>A 的行向量组线性无关(行满秩)．<=>A 的列(行)向量组是

Rn 空间的基．<=>任何 n 维列向量 b 均可由 A 的列向量线性表出(且表出法唯一)．<=>对任

意的列向量 b，方程组 AX＝b 有唯一解，且唯一解为 A-1b<=>A 没有零特征值，即 λi≠O，i
＝1，2，…，n．<=A 是正定阵(正交阵) 等等。这种相互之间的联系综合命题创造了条件，

故对考生而言，应该认真总结，开拓思路 
 
三、线性代数复习重点 
 
大家知道，线性代数前后知识的联系非常紧密，所 以我们在这一部分复习的时候，一定

要抓住我们线性代数的前后联系的这样一些关键点， 把知识连贯起来，我们就会发现，掌

握起来是比较容易的。整个线性代数，我个人认为， 可以分成三大块内容。第一部分，行

列式和矩阵，是我们线性代数的基础部分，基础部分 一般来讲不考大题。以这个为基础，
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另外两部分，一部分是向量和线性方程组，一般情况 下每年在这个部分考一个大题，还有

特征向量与二次型，其次特别是二次型，也可以看作 同一件事情的两个不同方面。 
 

第一部分，行列式和矩阵(基础部分,一般考小题) 
 
行列式这部分没有太多内容，主要就是行列式的意义、性质及计算。重点在于行列式的展

开方法。这个问题就是重要的公式。一个矩阵 A 乘上 A 的伴随矩阵等于 A 的行列式乘以单

位阵。 
矩阵是一个基础，关联到整个线代，所以矩阵的运算非常重要，尤其不要做非法的运算。

因为大家习惯了数的运算，在做矩阵运算的时候容易受到数的影响，所以这个地方大家要把

它搞清楚。矩阵运算里一个很重要的就是初等变换。我们在解方程组，求特征向量都离不开

的东西。这是我们矩阵部分的重点。 
重要题型： 
1 计算行列式 
2 矩阵运算（逆矩阵计算与证明） 
3 求矩阵的秩 

例 1 设 1 2, , , nα α α" 是 维列向量，又n ( )1 2 nA α α α= " ， ( )1 1n nB α α α −= " ，

如 3A = ，则 ____A B+ = ； 

解  因 为

， ( ) ( )1 2 1 1 1 2

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0

1 0 0 1

n n n nA B α α α α α α α α α−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ = + + + =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" " "
# $ # #

"

又
1

1 1
1 1

1 ( 1)1 1

1 1

n+= + −
# #

，所以
13(1 ( 1) )nA B ++ = + −  

 

例 2. 已知 ,A B 均为 3 阶不可逆矩阵，且满足 5AB B 0+ = ，若 ，则行列式

    

( ) 2r B =
| | ____A E+ =
解：设 ( )1 2 3B β β β= ，由 ( 5 )A E B 0+ = 知， 5λ = − 是矩阵 A的特征值，且 1 2 3, ,β β β

是关于特征值-5 的特征向量。由 ( ) 2r B = ，所以 5λ = − 至少有 2 个线性无关的特征向量。

所以 5λ = − 至少是二重特征值。又因矩阵 A不可逆， 0λ = 必是矩阵 A的特征值。从而 A
的特征值是-5，-5，0， A E+ 的特征值为-4，-4，1，故 ( 4)( 4)1 16A E+ = − − = 。 

例 3 设 阶矩阵n ,A B 满足 ，则必有 2( )AB E=

（A） AB E= ；（B） AB = −E ；（C） 2 2A B E= ；（D）
2( )BA E=  
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解：选（D） 

由 知
2( )AB E= ABAB E= ，且 ,A B 可逆。进而

1BAB B−= ，所以
2( )BABA BA E= = 。 

例 4 （矩阵秩）设 , , ,A B C D 是四个 4 阶方阵，其中 0, 0, 0, 0,A B C D≠ ≠ ≠ ≠ 且满足

，若 ，则 的取值范围是 ABCD O= ( ) ( ) ( ) ( )r A r B r C r D r+ + + = r

（A） ；（B）10 ；（C）1210r < 12r≤ ≤ 16r< < ；（D） 。 16r ≥

解 ： 因 0, 0A D≠ ≠ ， 故 ， 又( ) 1, ( ) 1, ( ) ( ) 2r A r D r A r D≥ ≥ + ≥

0, 0, ( ) 4, ( ) 4B D r B r D≠ ≠ = = ， 从 而 有 ( ) ( ) ( ) ( ) 10r A r B r C r D+ + + ≥ ， 又 有

， ，从而有ABCD O= ( ) ( ) ( ) ( )r AB r CD r A r D+ = + 4≤ ( ) ( ) ( ) ( ) 12r A r B r C r D+ + + ≤

故选(B) 
 
第二部分 向量与方程组 （重要，一般考一大题） 
向量这部分是逻辑性非常强的部分，也是大家感到比较困难的，这部分的逻辑推理很强，

大家一定要非常熟悉那些教材里重要的定理拿到一个题马上要能反映过来。比如说这样一个

定理很多考生都觉得这个定理比较难，其实可以形象地记。当然第一个向量组由第二个向量

组表示，第二个向量组线性无关，可以推出第一个向量组含向量的个数小于第二个向量组含

向量的个数。这个定理多次考了，2003 年单独考了这个题，是一个选择题。其实这个题大

家可以换一种方式记一下，比如我习惯这样记，就是说一个线性无关的向量组不可能由一个

比它的个数还少的向量组线性表示，这句话就表示了我们前面的定理。它的几何直观就是指

一个高维空间的东西不能放到低维空间，至少放到同维空间。比如一个立体的东西是放不到

一个平面中去的，放不到一条直线上去的。你这样把几何直观理解后，这个定理就不会记错

了。 
关于向量，证明（或判别）向量组的线性相关（无关），线性表出等问题的关键在于深刻

理解线性相关（无关）的概念及几个相关定理的掌握，并要注意推证过程中逻辑的正确性及

反证法的使用。向量组的极大无关组，等价向量组，向量组及矩阵的秩的概念，以及它们相

互关系也是重点内容之一。用初等行变换是求向量组的极大无关组及向量组和矩阵秩的有效

方法。 
方程组中解的判定、解的性质、解的结构这三部分要搞清楚 

重要题型 
1 判定向量组线性相关性； 
2 向量组的线性表示 
3 求向量组的秩与极大无关组 
4 方程组（齐次，非齐次）解的判定与求解 
5 方程组的公共解与同解。 

例 5  设向量组 1 2 3, ,α α α
线性无关 ,向量 1β 能由 1 2 3, ,α α α

线性表出 ,向量 2β 不能由

1 2 3, ,α α α
线性表出,则必有(   )。 

(A) 1 2, , 1α α β
线性无关     (B) 1 2 1, ,α α β

线性相关 
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(C) 1 2 2, ,α α β
线性无关     (D) 1 2 2, ,α α β

线性相关 

解 选（ D） 因 1 2 3, ,α α α
线性无关，向量 2β 不能由 1 2 3, ,α α α

线性表出，所以 1 2 3 2, , ,α α α β

线性无关，从而部分组 1 2 2, ,α α β
线性无关。 

例 6    设 ，( )Tnaaa 112111 "=α ( )Tnaaa 222212 "=α ，  ,"

( )Tmnmmm aaa "21=α 线性无关， mn−ξξξ ,,, 21 " 是下列方程组的基础解系。

，证明：向量组

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

0

0
0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

"
"""""""""""

"
"

mnm −ξξξααα "" ,,,,,, 2121 线性无关。 

解：设 1 1 2 2 1 1 0m m n m n mk k k l lα α α ξ ξ− −+ + + + + + =" " 。 

左乘 1 2,, ,T T T
mα α α" ，由已知 1 1 1 10, , 0; ; 0, , 0T T T T

n m m m n mα ξ α ξ α ξ α ξ− −= = =" "" " =

=

=

=

 

得 ；即  

{
{

{

1 1 1 2 1 2 1

1 2 1 2 2 2 2

1 1 2 2

0

0

0

T T T
m m

T T T
m m

T T T
m m m m m

k k k

k k k

k k k

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

⎧ + + +
⎪
⎪ + + +⎪
⎨
⎪
⎪ + + +⎪⎩

"

"

"""

"

( )

11

22
1 2 0

T

T

m

T
mm

k
k

k

α
α

α α α

α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

"
##

令 ( )1 2 mA α α α= " ， 即

1

2 0T

m

k
k

A A

k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
， 因 为 1 2, , , mα α α" 线 性 无 关 ，

，方程组只有 0 解，所以( ) ( )Tr A A r A m= = 1 2 0mk k k= = = =" ，代入原式，得

1 1 0n m n ml lξ ξ− −+ + =" ，由于 mn−ξξξ ,,, 21 " 是方程组的基础解系，故线性无关。推出 

1 2 0n ml l l −= = = =" ，由定义，从而线性无关。 

例 7  设 1 2 3 4, , ,α α α α 是 4 维非 0 列向量组，矩阵 ( )1 2 3 4A α α α α= ， 为
*A A的伴

随阵，已知方程组 的通解为 ，则方程组0Ax = (1 0 1 0 Tk ) * 0A x = 的基础解系为： 

（A） 1 2 3, ,α α α    （B） 1 2 2 3 3, , 1α α α α α α+ + +      （C） 2 3 4, ,α α α        （D）

1 2 2 3 3 4 4, , , 1α α α α α α α α+ + + +  
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解，已知方程组 的通解为 ，故0Ax = ( )1 0 1 0 Tk ( ) 4 1 3r A = − = ， ，

故方程组 的基础解系含 3 个解向量所以（D）不正确。由

*( ) 1r A ==

* 0A x = * 0AA = ，知 A的列向量

1 2 3 4, , ,α α α α 均为 的解向量。由题设方程组* 0A x = 0Ax = 的解为 ( ) ，故1 0 1 0 T

1 3 0α α+ = 从而 1 2 3, ,α α α 线性相关， 1 2 2 3 3, , 1α α α α α α+ + + 线性相关，故(A),(B)不正确。

因 ，故( ) 3r A = 1 2 3 4, , ,α α α α 存在 3 个线性无关的向量，由 1 3 0α α+ = 知 1 2, , 3α α α 和

1 3 4, ,α α α 均线性相关，还剩下两组 2 3, , 4α α α 和 1 2 4, ,α α α ，由 1 3α α= − 知同时相关或无关。

故 2 3, , 4α α α 必线性无关。否则与 ( ) 3r A = 矛盾。选（C）。 

 

例 8  已知矩阵 ( )1 2 3 4A α α α α= 是 4 阶方阵， 1 2 3 4, , ,α α α α 是 4 维列向量。若方程

组 Ax β= 的通解是 ，又( ) ( )1 2 2 1 1 2 4 0T Tk+ − ( )3 2 1 4B α α α β α= −

2

，

求方程组 12Bx α α= + 的通解。 

解： 由方程组 Ax β= 解的结构，可知 1 2 3 4( ) ( , , , ) 3r A r α α α α= = ，且 

1 2 3 4 1 2 32 2 , 2 4 0α α α α β α α α+ + + = − + = ，因为 

( ) ( )3 2 1 4 3 2 1 1 2 32 2B α α α β α α α α α α α= − = + + 1 2 3, ,，且α α α

2

线性相关。

而知秩 。由 ( ) 2r B =

( )3 2 1 4 1

0 0
2 2

2
1 1
0 0

B α α α β α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0
2
1
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2，知 ⎜ 是方程组 12Bx α α= + 一个解 

 

( )3 2 1 1 2 3 3 2 1

4 4
2 2

2 2 4 2
1 1
0 0

B α α α α α α α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + = −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0+ = ， 

 5



合工大（共创）线性代数冲刺                  殷明                                        6 

( )3 2 1 1 2 3 1 2 3

2 2
4 4

2 2 2 4
0 0
1 1

B α α α α α α α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + = − +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0=

0Bx

， 

可知 ，( 是( )4 2 1 0 T− )2 4 0 1 T− = 的两个线性无关解。故 的通解为

。 

0Bx =

( ) ( ) ( )1 20 2 1 0 4 2 1 0 2 4 0 1T Tk k+ − + − T

例 9 已知 4 元齐次线性方程组

1 2 4
2

1 3
2

2 4

0
(1) 0

0

x x x
ax a x
ax a x

+ + =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩

的解全是 4 元线性方程组 

1 2 3(2) : 0x x x+ + = 的解， 

（1） 求a的值：（2） 求齐次方程组（1）的解；（3）求齐次方程组（2）的解。 

解：（1）因为方程组（1）的解全是（2）的解，所以（1）与（3）

1 2 4
2

1 3
2

2 4

1 2 3

0
0
0
0

x x x
ax a x
ax a x
x x x

+ + =⎧
⎪ + =⎪
⎨ + =⎪
⎪ + + =⎩

同解。 

从而系数矩阵有相同的秩。如 ，则0a = ( ) 1r A = ，而 ( ) 2r B = ，所以下设 ，由于 0a ≠

2

2

1 1 0 1 1 1 0 1
0 0 0 1

0 0 0 0
A a a a

a a a a

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜= ⎯⎯→ − −⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜

1
1

⎞
⎟
⎟
⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，因为 和a 1a − 不能同时为 0 ，故

，又 ( ) 3r A =

2

2

1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1
0 0 1 0 0 0 1 1

0 0 0 1 0 0 0 1 1
1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 2 1

a a a a
B

a a a
a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜= ⎯⎯→ ⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

当
1
2

a = 时， ( ) 3r B = ，此时（1）与（3）同解。 

（2） 由于

1 1 0 1
0 2 1 2
0 0 1 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎯⎯→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

，基础解系为 ( )1 1
2 2 1 1 Tη = − − ，通解 kη ； 

（ 3 ）  由 于 的 基 础 解 系 为 ，

， ，通解

1 2 3(2) : 0x x x+ + = ( )1 1 1 0 0 Tη = −

( )2 1 0 1 0 Tη = − ( )3 0 0 0 1 Tη = 1 1 2 2 3 3k k kη η η+ + 。 
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例 10   已知 A是 42× 的矩阵，齐次方程组 0Ax = 的基础解系是 ( )T20311 =η ， 

( T31212 −=η ) ，又知齐次方程组 0Bx = 基础解系是 ，

 

( )T12111 =β

( )2 0 3 1 Taβ = −

（1） 求矩阵 A； 
（2） 如果齐次方程组 与0=Ax 0=Bx 有非 0 公共解，求a的值并求公共解。 

解： （1）记 ( )1 2C η η= ，由 ( )1 2 0AC A η η= = ,知 0T TC A = ，那么矩阵 的列向

量（即矩阵

TA

A的行向量）是齐次方程组 0TC x = 的解，对 作初等行变换，有 TC

1 3 0 2
0 1 1 1

TC ⎛ ⎞
⎯⎯→⎜ − −⎝ ⎠

⎟ ， 得 到 0TC x = 的 基 础 解 系 为

。所以矩阵 。 ( )1 3 1 1 0 Tα = − ( )2 5 1 0 1 Tα = −
3 1 1 0
5 1 0 1

A
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

（3） 设齐次方程组 与0=Ax 0=Bx 的非 0公共解为γ ，则γ 既可由 1 2,η η 线性表出，

也可由 1 2,β β 线性表出，故可设 1 1 2 2 3 1 4 2x x x xγ η η β β= + = − − ，于是

1 1 2 2 3 1 4 2 0x x x xη η β β+ + + = ，又 ( ) ，1 2 1 2

1 1 1 0
0 1 2 3
0 0 1 1
0 0 0 a

η η β β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎯⎯→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )1 2 3 4 1 2 1 20 , , , 0 4x x x x r aγ η η β≠ ⇔ ⇔ < ⇔ =不全为 0β

2

， 

（4） 当 时解出0a = 4 3 2 1, , ,x t x t x t x t= = − = − = ，因此 0=Ax 与 的公共

解为 。 

0=Bx

( )1 22 1 4 1 Tt t tγ η η= − = 1

第三部分 特征值、对角化与二次型（重要，一般考一大题） 
再一个就是特征值和特征向量，对于特征值对具体的你可以解一个具体的方程好了。特

征向量就是求齐次方程组的基础解系，你前面基础打牢了，这里又不是新的内容。 
二次型只要把其矩阵对应写出来，其问题都可以转化为对称矩阵的对角型来讨论。所以后面

的内容又联系上前面的东西。把前面的基础打牢，后面的知识自然就掌握了。线性代数碰到

解析的问题，有时候是把矩阵的问题化成线性方程组来做，有时候是把线性方程组的问题化

成矩阵来解决。如果在解题过程中提到了某一个向量是另一个向量，我们就可以把这一另一

向量用单位向量来替代，这样就可以很快得出结果。再一点就是方阵的特征值和特征向量，

这一点广大考生一定要注意，这是我们线性代数重点的重点，每年一定要在这里面出大题。

重要题型; 
1 求特征值与特征向量； 
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2 相似对角化判定与计算 
3 求二次型的标准形 
4 正定矩阵（二次型）的判定与证明。 

例 11  设 A 为 阶方阵，其特征值是 1，3，-2，相应的特征向量依次为3 1 2, , 3α α α ，若

( )1 2 33P α α α= − ，则
1 *P A P− =  

(A)  (B)   

1
6

3

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

6
2

3

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (C) 

6
3

2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

     (D)  

1
2

3

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

解选（C）由题意知 ，故| | 1 3 ( 2) 6A = × × − = − * 1A A A−= 的特征值为-6，-2，3，对应的

特征向量依次为 1 2 3, ,α α α ，因此 1 2,3 , 3α α α− 分别是 属于特征值-6，3，-2 的特征向量，

所以选（C） 

*A

例 12  设 A为 阶方阵，1>n nξξξ ,,, 21 " 是 维列向量，已知n 21 ξξ =A ， 32 ξξ =A ， 

," nnA ξξ =−1 ， 0=nAξ ，且 0≠nξ （1） 证明： nξξξ ,,, 21 " 线性无关；（2）求

的解；（3）求出

0=Ax

A的全部特征值与特征向量，并证明 A不可对角化。 

解： 设 02211 =+++ nnkkk ξξξ " ，依次在等式两边左乘 ，分别得 12 ,,, −nAAA "

013221 =+++ − nnkkk ξξξ " ， 024231 =+++ − nnkkk ξξξ " ， 0211 =+− nn kk ξξ ，

01k =nξ ，因为 ,0≠nξ 故 ，并依次回代得01 =k 032 ==== nkkk " ，所以 nξξξ ,,, 21 "

线性无关。 
（ 2 ）  由 题 意

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

== −−

01

01
01

0

),,,,()0,,,,(),,,,( 12132121

%%
""" nnnnnA ξξξξξξξξξξξ

又因为 nξξξ ,,, 21 " 线性无关，故 1)( −= nAR ，而 0,0 ≠= nnA ξξ ，因此 nξ 为 的

基础解系，所以

0=Ax

0=Ax 的通解为 nkξ 。 

（3）记 ( )nP ξ ξ ξ"21= P，则 可逆。且 Λ=−1PAP ，由此可得 A的特征值全为 0，

其特征向量为 )0( ≠kk nξ ，从而属于特征值 0 的线性无关特征向量仅有 1 个，故 A不可对

角化。 
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例 13 设二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 34 2 2 2Tx Ax x x x ax x bx x cx x= + + + + +  矩阵 A满足 ，

其中 ， 

0AB =

1 2 3
0 1 1
1 0 5

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

（1） 用正交变换化二次型 Tx Ax 为标准形，并写出所用的正交变换；（2）求 。 6( 3 )A E−

解 ：  （ 1 ） 由 知 矩阵0AB = B 的 列向量 是 齐次方 程 组 的解 ， 记

，则

0Ax =

( ) (1 21 0 1 , 2 1 0T Tα α= = − ) 21 1 20 0 , 0 0 ,A Aα α α α= = = = 所以 0λ = 是矩阵

A 的 特 征 值 （ 至 少 是 二 重 ）， 1 2,α α 是 0λ = 的 线 性 无 关 的 特 征 向 量 。 根 据

30 0 1 1 4λ+ + = + + ，知矩阵 A有特征值 6λ = ，因此矩阵 A的特征值为 0，0，6. 

设 6λ = 的 特 征 向 量 为 3 1 2 3( , , )Tx x xα = ， 则 由
1 3 1 3

2 3 1 2

0

2 0

T

T

x x

x x

α α

α α

⎧ = + =⎪
⎨

= − =⎪⎩
， 解 出

，将( )3 1 2 1 Tα = − 1 2,α α 正交化。令 1 1β α= ， ( )2 1
2 2 1

1 1

( , ) 1 1 1
( , )

Tα ββ α β
β β

= − = − − 。 

单 位 化 ， 得 ( ) ( ) ( )1 1 1
1 2 32 3 6

1 0 1 , 1 1 1 1 2 1T Tγ γ γ= = − − = T−

)

，

( 1 2 3Q γ γ γ= ，经正交变换 x Qy= ，二次型可化为标准形
2
36T Tx Ax y y y= Λ = 。 

(2) 因为 ，又 ，所以

得 ， 于 是

。 

6 6, ( 3 ) ( 3 )A A E EΛ − Λ −∼ ∼
3

3 3
3

E
−⎛ ⎞
⎜ ⎟Λ − = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1Q AQ− = Λ

1 6 6( 3 ) ( 3 ) 3Q A E Q E E− − = Λ − = 6

66 6 1 6 1( 3 ) ( 3 ) (3 ) 3A E Q E Q Q E Q E− −− = Λ − = =

例 14 .设 n 阶实对阵矩阵 A满足
2A E= ，且 ( )r A E k n+ = < （1 ）求二次型 Tx Ax 为规

范形；（2）证明
2 3 4B E A A A A= + + + + 是正定矩阵，并求行列式 | |B 的值。 

解：（1）设 λ 是矩阵 A 的特征值，对应的特征向量为α ，即 ,A 0α λα α= ≠ ，则

2 2A α λ α= ，由 得 ，得
2A E= 2( 1)λ α− = 0 1λ = 或 1λ = − 。因为 A 是实对称，所以对

 9
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角化。且 ，于是 ，那么矩阵( )r A E k+ =

2

2
0

0

A E

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ ⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%

∼

%

⎟ A 的特征值为

，故二次型规范形为1(k个），-1(n-k个） 2 2 2 2
1 2 1

T
k k

2
nx Ax y y y y y+= + + + − −" " 。 

（2） 因为 ，故
2A E= 2 3 4 3 2B E A A A A E A= + + + + = + ，矩阵 B 的特征值为

，由于5(k个），1(n-k个） B 的特征值全大于 0，且 B 是对称矩阵，因此 B 是正定矩阵。

且 | | 。 5 1 5k n k kB −= =

例 15 设 A是 3 阶矩阵，已知
2, ,A Aα α α 线性无关，且 3 23 2A A Aα α= − α ，证明： 

（1）矩阵 ( )4B A Aα α α= 可逆； 

（2） TB B为正定矩阵。   

证明：  （1）由于 3 23 2A A Aα α= − α ，故 

4 2 3 2 2 23 2 3 2(3 2 ) 7 6A A A A A A A Aα α α α α α α= − = − − = − α

0α

。若 

4
1 2 3 0k k A k Aα α α+ + = ，代人得 2

1 2 3 3( 6 ) 7k k k A k Aα α+ − + = ，因为
2, ,A Aα α α 线

性无关，故 ，所以

1

2 3 1 2 3

3

0
6 0 0, 0, 0

7 0

k
k k k k k
k

=⎧
⎪ − = ⇔ = = =⎨
⎪ =⎩

4, ,A Aα α α 线性无关，因而 B 可

逆。解法 2： 

∵ 4 2 3 2 2 23 2 3 2(3 2 ) 7 6A A A A A A A Aα α α α α α α= − = − − = − α  

( ) ( )4 2

1 0 0
0 1 6
0 0 7

A A A Aα α α α α α
⎛ ⎞
⎜ ⎟∴ = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2, ,A A， 由 α α α 线 性 无 关 ， 而

1
1 6

7
− ≠ 0，根据结论，知

4, ,A Aα α α 线性无关 

（2） 因为 ( )T T TB B B= B ，故
TB B为对称矩阵。又 0x∀ ≠ ，由于矩阵 B 可逆，恒有 ，0Bx ≠

 10
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那么 故二次型为正定二次型，从而矩阵( ) ( ) ( )T T Tx B B x Bx Bx= 0> TB B为正定矩阵。 

 (备用) 已知 4 维向量组 1 2, , 3α α α 线性无关，若 ( 1,2,3,4)i iβ = 非 0 且与 1 2 3, ,α α α 均正交，

则秩 1 2 3 4( , , , ) _____r β β β β =  

解 记
1

2

3

T

T

T

A
α
α
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， A是秩为 3 的3 4× 的矩阵，由于 iβ 与 1 2 3, ,α α α 均正交，故 iβ 是齐次方

程组 的非 0 解，由因0Ax = iβ 非 0，故1≤ 1 2 3 41 ( , , , ) ( )r n r 1Aβ β β β≤ ≤ − = ，所以

1 2 3 4( , , , ) 1r β β β β = 。 

( 备 用 ) 已 知 5 4× 的 矩 阵 ( )1 2 3 4A α α α α= ， 若 ，

是齐次线性方程组

( )1 3 1 2 1 Tη = −

(1 0 1 0 1 Tη = ) 0Ax = 的基础解系，则下列命题 

（1） 1 3,α α 线性无关     （2） 1α 可由 2 3,α α 线性表出 

（3） 3 4,α α 线性无关      (4) 1 1 2 3 4( , , ) 3r α α α α α+ − =  

中正确的是 
（A）(1),  (3)   （B）(2),  (4)     （C）(2),  (3)       （D）(1),  (4)。 

解：由 1 2,η η 是齐次方程组 0Ax = 的解，有 

( )1 1 2 3 4 1 2 3 4

3
1

3 2 0
2

1

Aη α α α α α α α α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = + −
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (*)+ =

=

0

 

( )2 1 2 3 4 2 4

0
1

0,(**)
0
1

Aη α α α α α α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = +
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(*) (**)− 得 1 33 2α α− = 或 2
1 2 30 3α α= + α ，故命题（1）错误，故命题（2）正确。 

由 1 2,η η 是 齐 次 方 程 组 0Ax = 的 基 础 解 系 ， 知 ( ) 2n r A− = ， 那 么

，如果( )1 2 3 4 ( ) 2r α α α α = =r A 3 4,α α 线性相关，则 4 k 3α α= ，又 2
1 33α α= ，

2 4α α= − ，与 ( )1 2 3 4 ( ) 2r α α α α r A= = 矛盾。故命题（3）正确.用排除法知（4）
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错误。当然也可由 1 1 2 3 4 1 2( , , ) ( , ,0) 2r rα α α α α α α+ − = ≤ ，得到命题（4）错误。综上分

析，应选（C）. 
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